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SYNCHRONIZACJA SYSTEMÓW ZAWIESZONYCH NA 
ELASTYCZNEJ STRUKTURZE 
 
Streszczenie: W pracy przedstawiono zjawisko wyst(pienia synchronizacji 
mechanicznych oscylatorów zamocowanych na elastycznej strukturze. Wykazano, 
e dla danych warunków wzbudzenia [1] pocz(tkowo nieliniowe, chaotyczne 
oscylacje struktury staj( si. okresowe i synchroniczne. W warunkach, kiedy 
cz.sto/ci wzbudzenia róni( si., zjawiska powysze nie wyst.puj(. Obliczenia 
przeprowadzono MES, wykorzystuj(c profesjonalny pakiet programu ANSYS. 
 
DYNAMICS OF SYSTEM COUPLED BY ELASTIC STRUCTURE 
 
Abstract: This article presents the result of numerical analysis of the structure 
witch consist of two identical chaotic oscillators suspended on an elastic structure. 
The numerical calculations have been achieved with the use of the professional 
ANSYS programme (User’s Guide ANSYS 10 [7]). The finding show that for the 
given conditions of excitations initially uncollerated chaotic oscillations of the 
structure become periodic and synchronous in clusters. Cluster means a group 
metronoms which behave identically. When the excitation frequencies vary, the 
phenomena described above have not been observed at all. 
1. WPROWADZENIE 
Zjawisko synchronizacji byo prawdopodobnie pierwszym sporód badanych zjawisk 
nieliniowych. Jednym z waniejszych problemów do rozwizania przez nauk i technik by
precyzyjny pomiar dugoci geograficznej – przede wszystkim na morzu, jako e podróe
statkiem stanowiy podstawowy rodek komunikacji mi dzy kontynentami. W zwizku z tym 
ju od XVI wieku gowy pa*stw oferoway znaczne nagrody za wynalezienie sposobu 
dokadnego okrelania dugoci geograficznej.   
Holenderski uczony Christian Huygens (XVII.w.), wspierany finansami francuskiej 
Królewskiej Akademii Nauk, podj próby zbudowania precyzyjnych i odpornych na trudne 
warunki morskie zegarów wahadowych. Jeden ze zbudowanych przez Huygensa morskich 
chronometrów by podwójny i mia dwa wahada. Chodzio o to, eby w razie zatrzymania si 
jednego mechanizmu lub koniecznoci poddania go konserwacji, czas móg by2 mierzony 
dalej. Uwanie obserwujc zegar z dwoma wahadami odkry, e ich wahania si s
zsynchronizowane w antyfazie: jednoczenie zbiegaj si ku sobie i jednoczenie od siebie si 
oddalaj. Chcc wyjani2 to zjawisko, uczony zacz uruchamia2 wahada w róny sposób  
i przekona si , e niezalenie od tego, jak to zrobi, po jakim czasie, nie duszym ni pó
godziny, synchronizacja waha* powraca bez wzgl du na pocztkowe pooenia wahade.
Zagadka podwójnego zegara Huygensa pozostawaa nierozwizana przez 336 lat, kiedy to 
wielu uczonych [1, 2, 3, 4, 5, 6] z rónych specjalizacji próbowao powtórzy2 i wyjani2
eksperyment Huygensa.  
Zagadka zegara Huygensa ma ogólniejsze znaczenie. Mamy tutaj do czynienia z modelem 
spontanicznej synchronizacji ukadu – zjawiska, które wyst puje w przyrodzie powszechnie,  
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a którego opis matematyczny, ze wzgl du na jego nieliniowo2 i chaotyczno2, nie jest rzecz
atw.
W artykule zbadano dynamik dwóch nieliniowych chaotycznych oscylatorów poczonych 
za porednictwem elastycznej struktury – spr ystej belki (rys. 1). Nieliniowe oscylatory 
Duffinga wzbudzane s przez okresowy sygna z cz stotliwoci . Pokazano, e dla danych 
warunków pocztkowych w wyniku wspódziaania ze spr yst belk, nieskorelowany 
chaotyczny oscylator staje si okresowy i synchroniczny. Pokazano take odpowiedzi 
spr ystej belki i oscylatorów na wzbudzenie, któremu nie towarzyszy synchronizacja ich 
oscylacji.   
 
Rys. 1. Model analizowanej struktury  
2. MODEL NUMERYCZNY 
Do oblicze* numerycznych zbudowano rzeczywisty model (rys. 2) dwóch nieliniowych 
identycznych oscylatorów Duffinga zawieszonych na spr ystej belce. Obliczenia 
numeryczne wykonano metod elementów sko*czonych z wykorzystaniem programu 
ANSYS [7].  
 
Rys. 2. Model numeryczny badanej struktury 
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gdzie: dy , ky , kd , f, i s staymi, a i = 1,2. Zaoono, e belka jest podparta na obu ko*cach, 
tak, jak pokazano na rys. nr 2. 
Belka o dugoci l zostaa podzielona na 6 równych cz ci. Do oblicze* numerycznych 
wykorzystano elementy modelujce: 
• spr yn nieliniow – COMBIN 39 
• tumik wiskotyczny – COMBIN 14 
• belk – BEAM 
• masy podwieszone – MASS. 
 
Do analizy numerycznej przyj to nast pujce parametry oscylatora Duffinga: 
dy = 0,168 m
N sec ; ky = 0,5 mm
N ; kd = 0,5 mm
N ; f=1Hz; i  = 1
sec
1 ; g=1. 
Parametry belki: 




• wspóczynnik Poissona 3,0=




• wspóczynnik tumienia g =1 
• masa m1 = m2 = 1 [kg]. 
 
Obliczenia numeryczne przeprowadzono dla nast pujcych warunków pocztkowych 
wzbudzenia oscylatorów (rys. 3). 
Rys. 3. 
 
3. WYNIKI OBLICZE NUMERYCZNYCH 
 
Wyniki oblicze* numerycznych przedstawiono za pomoc wykresów przemieszcze*
poszczególnych w zów. Dla przypadku 1 pokazano wykres zalenoci przemieszczenia 
w za nr 8 w zalenoci od przemieszczenia w za nr 9 na rys. 4(a), na rys. 4(b) zaleno2 
w za nr 3 od w za nr 5. Wykres przemieszcze* w zów 3, 5, 8, 9 otrzymany podczas 
odpowiadajcym 4000 iteracji pokazano na rys. 4(c). 
Przebieg pokazanych zalenoci wskazuje, e zachowanie oscylatorów, pocztkowo 
chaotyczne, staje si okresowe i synchroniczne. 
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Rys. 4(a)                                          Rys. 4(b) 
 
Wyniki analizy numerycznej dla przypadku 2 przedstawiono w postaci wykresu zalenoci 
przemieszcze*:
• w za nr 8 w funkcji przemieszcze* w za nr 9 na rys. 5(a), 
• w za nr 3 w funkcji przemieszcze* w za nr 5 na rys. 5(b). 
Rys. 4(c) 
Rys. 5(c). przedstawia przemieszczenia w zów nr 3, 5, 8, 9 w czasie odpowiadajcym 12000 
iteracji. 
Rys. 5(a)                                                          Rys. 5(b) 
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Rys. 5(c) 
Przeprowadzona analiza otrzymanych wykresów wykazaa, e synchronizacja spr ystej belki 
i oscylatorów Duffinga nie wyst puje. Oscylacje belki s okresowe ale, nie s harmoniczne, 
natomiast przemieszczenia oscylatorów Duffinga wykazuj brak synchronizacji. W omawia-
nym przypadku zaobserwowano wiele punktów równowagi przemieszcze* belki 
UY_3.=.UY_5 oraz oscylatorów UY_8 = UY_9 (rys. 5(a), 5(b), 5(c)). Punkty te wyst puj
w rónych miejscach przebiegu czasowego dowiadczenia. Kwiadcz one o braku 
synchronizacji przemieszcze* belki z przemieszczeniami oscylatorów. 
Przypadek 3 – wyniki znajduj si na wykresach poniej. Wykres 6(a) przedstawia 
przemieszczenie w za 8 w funkcji  w za nr 9, rys. 6(b) przedstawia przemieszczenie w zów
nalecych do belki (3 i 5). Wykres 6(c) obrazuje przemieszczenie w zów nr 3, 5, 8, 9
w funkcji iteracji. 
a) b)
c)
Rys. 6 (a), (b), (c) 
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Z wykresów wynika, e dla danych warunków oscylacji spr ystej struktury, pocztkowo 




Zastosowanie programu ANSYS pozwolio na przeprowadzenie symulacji dynamiki 
rzeczywistej struktury skadajcej si ze spr ystej belki, do której doczono dwa nieliniowe, 
chaotyczne oscylatory Duffinga. Nieliniowe oscylatory s pobudzane przez okresowy sygna
z cz stoci L. Badania wykazay, e dla danych warunków, pocztkowo chaotyczny 
oscylator staje si okresowy i synchroniczny (przypadek 1,.3). Zjawisko to zachodzi  
w wyniku wspódziaania oscylatorów ze spr yst belk. Analiza numeryczna pozwolia
zidentyfikowa2 zjawiska, w których zachowanie oscylatorów wspópracujcych z elastyczn
belk staje si okresowe, ale  nie synchroniczne  (przypadek 2). 
Badania potwierdziy cisy zwizek mi dzy dynamiczn odpowiedzi belki a dynamik
oscylatorów. Regularne warunki oscylacji belki s odpowiedzi na okresowe zachowanie 
oscylatorów. 
Obliczenia numeryczne wykonane przy uyciu programu ANSYS potwierdziy wnioski  
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